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The paper presents methods for the accounting of autonomous and induced 
scientific and technological progress in the Harrod-Domar model of economic 
dynamics that imply determining the incremental capital/output ratio of 
the model in the form of special functions of time. As part of the received 
version of the Harrod-Domar model, on the basis of conditional data there 
conducted a numerical study of some aspects of the impact of parameters 
of scientific and technological progress and the initial state of the economy 
being modeled on peculiarities of corresponding trajectories of its dynamics. 
A simple economic and mathematical problem of determining an optimal 
value of investments in the implementation of the induced STP is formulated, 
and content interpretation of the obtained solution is carried out. Possible 
directions of development of the obtained results may be associated with 
the application of the proposed modification of the Harrod-Domar model 
to build and analyze mathematical models of optimal economic growth in 
view of the induced STP, as well as with the prospective use of these results 
to improve dynamic models of the Leontief type in terms of considering 
innovation processes (scientific and technical progress of various kinds).
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та аналізу впливу науково-технічного прогресу в моделі  
економічного зростання Харрода-Домара

У статті запропоновано способи врахування автономного й індуко-
ваного науково-технічного прогресу в моделі економічної динаміки 
Харрода-Домара, які полягають у визначенні коефіцієнта капітало-
місткості приросту доходу цієї моделі у вигляді спеціальних функцій 
часу. В рамках отриманого варіанта моделі Харрода-Домара на умов-
них даних виконано чисельне дослідження деяких аспектів впливу па-
раметрів науково-технічного прогресу та вихідного стану модельо-
ваної економіки на особливості формування відповідних траєкторій 
її динаміки. Сформульовано найпростішу економіко-математичну за-
дачу визначення оптимального розміру інвестицій в реалізацію індуко-
ваного НТП і проведено змістовну інтерпретацію знайденого рішення. 
Можливі напрямки розвитку отриманих результатів можуть бути 
пов'язані з побудовою та аналізом на основі запропонованої модифі-
кації моделі Харрода-Домара математичних моделей оптимального 
економічного зростання з урахуванням індукованого НТП, а також 
в  перспективі з використанням цих результатів для вдосконалення 
динамічних моделей леонтійовському типу в плані врахування в цих 
моделях інноваційних процесів (науково-технічного прогресу різного 
виду).
Ключові слова: економічне зростання, модель Харрода-Домара, 
науково-технічний прогрес, економіко-математичний аналіз.
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Введение. Современный этап экономического 
развития характеризуется определяющей ролью инно-
вационных процессов. Поэтому актуальной проблемой 
является обязательное отражение указанных процессов 
в математических моделях как отдельных экономических 
объектов, так и их систем. 

На мезо- и макроэкономическом уровнях свои-
ми возможностями не только в теоретических, но 
и  прикладных исследованиях выделяются экономико-
математические модели леонтьевского типа [1]. Для 
статических моделей В. Леонтьева уже имеются опреде-
ленные подходы для отражения и анализа в них иннова-
ционной деятельности [4, с. 178–281]. Что касается дина-
мических аналогов этих моделей, то представление в них 
научно-технического прогресса как интегральной фор-
мы влияния инновационных процессов на макроуровне 
в ряде научных работ указывается в качестве одного из 
важнейших направлений развития моделей данного вида 
[2, с. 337; 9], актуальность которого существенно возрас-
тает в настоящее время в связи с высокой значимостью 
инноваций в современной экономике. С другой стороны, 
динамическая модель «затраты-выпуск» В. Леонтьева 
по существу является декомпозицией известной модели 
экономического роста Харрода-Домара с учетом произ-
водственных затрат. Поэтому прежде чем рассматривать 
задачу учета НТП для динамических моделей «затраты-
выпуск», логично исследовать пути ее решения для одно-
мерного случая. 

Целью статьи является разработка способов пред-
ставления различного вида НТП в модели экономическо-
го роста Харрода-Домара и подходов к анализу его влия-
ния на особенности экономической динамики в данной 
модели.

Основные результаты исследования. Модель 
Харрода-Домара описывает экономическую систему, для 
которой динамика дохода y(t) представляется в виде сум-
мы инвестиций в развитие производства I(t) и непроиз-
водственного потребления C(t). В свою очередь, величи-
на инвестиций полагается пропорциональной скорости 
роста доходов, а потребление задается экзогенно, то есть 
получаем [5, с. 204–206]:

	 ( ) ( ),
dy

y t B C t
dt

= + 	 (1)

где коэффициент B имеет смысл капиталоемкости при-
роста дохода.

Рассмотрим способы представления в модели (1) 
автономного и индуцированного НТП.

Для математического описания влияния автоном-
ного НТП будем исходить из того, что характерной осо-

бенностью современного этапа развития экономики яв-
ляется снижение его капиталоемкости [7]. Это явление 
можно рассматривать как обобщенный на макроуровне 
результат всего комплекса инновационных процессов, 
осуществляемых в экономической системе. Для его ма-
тематического отражения в модели Харрода-Домара, как  
и в [3], будем полагать, что под воздействием автономно-
го научно-технического прогресса величина коэффици-
ента капиталоемкости B снижается с течением времени 
по экспоненциальному закону:

	 0( ) ,ktB t B e−= 	 (2)

где  B0  – значение коэффициента капиталоемкости в на-
чальный момент времени; 

k – параметр, определяющий темп снижения ука-
занной капиталоемкости. 

Данный параметр можно интерпретировать как по-
казатель интенсивности (темпа) реализации автономного 
НТП.

Заметим, что выбор экспоненциального закона изме-
нения значения капиталоемкости (2) связан с тем, что соот-
ношение 01 ktB e , в котором 01 B  понимается как исходная 
величина эффективности некоторого производственного 
фактора, имеет форму и отвечает экономическому содер-
жанию кинетических компонент, которые традиционно 
используются в экономико-математической теории про-
изводственных функций для учета влияния НТП [6, с. 91].

С целью отражения индуцированного научно-
технического прогресса в модели (1) будем дополнитель-
но выделять элемент доходов G(t), который специально 
используется на развитие инновационной деятельности  
и в рамках данной модели определяет динамику коэф-
фициента капиталоемкости B(t). Тогда модель Харрода-
Домара приобретает вид:

	
( ) ( ( )) ( ) ( ).

dy
y t B G t C t G t

dt
= + +

	
(3)

Для определения общего вида функции B(G(t)) бу-
дем использовать два момента:

во-первых, как и ранее, полагаем, что инновацион-
ные процессы приводят к снижению капиталоемкости 
развития экономики;

во-вторых, принято считать, что результат инве-
стиций в инновационные процессы определяется их ку-
мулятивной величиной [6, с. 80].

Тогда в предположении, что величина капиталоем-
кости обратно пропорциональна суммарным за опреде-
ленный период времени инвестициям в инновационную 
деятельность, функцию B(G(t)) можно представить сле-
дующим образом:
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	 0

0

( ( )) ,

1 ( )
t
B

B G t

G dλ τ τ

=

+ ∫
	 (4)

где λ – коэффициент пропорциональности. Очевидно, 
что в начальный момент времени при t = 0 B(G(t))  = B0.

Для выбора вида функции G(t) можно воспользо-
ваться классификацией типов экономического роста, 
предложенной в [2, с. 260–263]. В данной монографии 
выделяются типы роста некоторого абстрактного эконо-
мического показателя, и предлагается перечень матема-
тических функций, предназначенных для их формального 
описания. 

Следуя рекомендациям [2], в качестве G(t)  в случае 
постоянного роста мгновенной величины инвестиций 
в   инновационную деятельность может использоваться, 
например, функция:

	 1( ) ,G t at b= +
	

(5)

для увеличивающегося роста указанных инвестиций:

	 2( ) (1 ) ,tG t a b= + 	 (6)

при их уменьшающемся росте:

	 3( ) ln ,G t a b t= + 	 (7)
где     a, b  – параметры.

Выбор конкретного вида функции G(t)  должен от-
вечать инвестиционной специфике анализируемой ма-
кроэкономической стратегии экономического роста на 
основе интенсификации инновационной деятельности. 

При анализе модели Харрода-Домара функция не-
производственного потребления обычно задается в виде 

( ) 0C t = , 0( )C t C=  или 0( ) rtC t C e= , где r – постоянный 
темп прироста непроизводственного потребления [5, 
с.  206–207].

Если непроизводственное потребление является 
постоянным в течение всего анализируемого периода, то 
есть 0( ) rtC t C e= , то для случая представления автоном-
ного НТП в форме (2) рассматриваемая модель экономи-
ческого роста будет иметь вид:

	 0 0( ) .kt dy
y t B e C

dt
−= + 	 (8)

Решением данного дифференциального уравнения 
будет такая функция:

	 0

1
( 1)

0 0( ) ( ) ,
kte

kB
oy t y C e C

−
= − + 	 (9)

где    y0 – величина дохода в начальный момент времени. 

Последнее соотношение может использоваться для 
решения простейших задач прикладного характера, свя-
занных с исследованием динамики величины y(t). Напри-
мер, анализ влияния значений непроизводственного по-
требления C0 и темпа НТП k на величину дохода ( )y y T=  
для заданного конечного момента времени T. Может рас-
сматриваться и в некотором смысле обратная задача – ис-
следование влияния параметров C0  и k на продолжитель-

ность периода времени 0[0, ]t , который необходим для 
достижения фиксированной величины дохода y :

	 00
0

0 0

1
(ln(ln(( ) )) 1).kBy C

t
k y C

−
= +

−
	  (10)

Для случая функции непроизводственного потре-

бления 0( ) rtC t C e=  при исследовании модели Харрода-
Домара с учетом автономного НТП

	 0 0( ) kt rtdy
y t B e C e

dt
−= + 	  (11)

наибольший в прикладном плане интерес может пред-
ставлять анализ влияния непроизводственной нагрузки, 
характеризуемой параметрами процесса потребления C0 
и r, на особенности траектории y(t) развития рассматри-
ваемой экономической системы при заданных параметрах 
ее исходного состояния 0 0,B y  и автономного НТП k. 

На рис. 1 и 2 приведены результаты численного ре-
шения уравнения (11) для различных значений темпа ро-
ста непроизводственного потребления r и исходной его 
величины C0. При этом здесь и далее использовались не-
которые условные данные, однако в качестве ориентиров 
для коэффициента капиталоемкости и темпа НТП рас-
сматривались известные реальные значения 0 3,5B =   [2, 
с. 291] и 0,02 0,03k = −   [8, с. 46].
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Рис. 1. Экономический рост с учетом автономного 
НТП при различных значениях темпа прироста 

непроизводственного потребления r

Графики рис. 1 показывают, что увеличение темпа 
r (при неизменных других параметрах) приводит к за-
медлению роста дохода y(t), а при относительно больших 
его значениях для некоторого момента времени t1 рост 
анализируемой экономической системы сменяется нега-
тивной тенденцией ее развития с перспективой снижения 
получаемого дохода до нуля.

Аналогичные графики, но для случая варьирования 
параметра непроизводственного потребления C0, пред-
ставлены на рис. 2. Из этих графиков следует, что при 
различных C0 экономика может демонстрировать каче-
ственно различное поведение, вплоть до ситуации, когда 
ее доходы начинают сокращаться начиная уже с начально-
го момента времени.
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Рис. 2. Экономический рост с учетом автономного 
НТП при различных значениях исходной величины 

непроизводственного потребления C0 

Анализ траекторий экономического роста, подоб-
ных приведенным на рис. 1 и 2, соответствующих значе-
ний t1 может быть полезен при решении задачи оценки 
допустимой величины непроизводственной нагрузки на 
моделируемую экономическую систему при некоторых 
заданных значениях параметров ее развития B0  и k. 

Рассмотрим некоторые задачи анализа модели 
экономического роста Харрода-Домара с индуцированным 
НТП. Будем полагать, что 0( )C t C=  и функция G(t), опред-
еляющая величину доходов, направляемых на развитие 
инновационных процессов, имеет вид  1( )G t q= , где q – не-
которая постоянная величина (то есть в (5) для простоты 
полагаем a = 0). Тогда модель (3) приобретает вид:

	 0
0( ) .

1
B dy

y t q C
qt dtλ

= + +
+

	    (12)

Из (12) получаем:

	
2

0 0

1
2

0 0( ) ( ) .

q
t t

B B
oy t y q C e q C

λ +
= − − + + 	 (13) 

Данное соотношение позволяет исследовать раз-
личные аспекты влияния параметров индуцированного 
научно-технического прогресса и исходного состояния 
моделируемой экономики на характерные моменты фор-
мирования соответствующих траекторий ее динамики 
y(t). Например, можно заметить (рис. 3), что для рассма-
триваемой модели существует начальный период време-
ни, для которого экономический рост под воздействием 
индуцированного НТП является меньшим, чем аналогич-
ный рост без влияния инновационных процессов. 

На графиках данного рисунка представлены чис-
ленные решения дифференциального уравнения (13), учи-
тывающего влияние индуцированного НТП (при объемах 
затрат на инновационную деятельность q = 0.4  и q = 0.1), 
и без учета воздействия технического прогресса (q = 0) 
при одинаковых значениях параметров 0 0 0, , ,y B C λ . 

Приведенные графики показывают, что для началь-
ных периодов 1[0, ]t  и 2[0, ]t  соответствующий иннова-
ционный рост (при q > 0) отстает от неинновационного  
(q = 0). Кроме того, можно видеть, что с увеличением 

объема ресурсов, направляемых на реализацию иннова-
ционной деятельности (и соответственно изымаемых из 
процессов развития действующего производства), про-
должительность периода указанного отставания увели-
чивается с 1[0, ]t  до 2[0, ]t . Причем на участке 1[0, ]t  ин-
новационный экономический рост с меньшими объемами 
инвестиций в НТП не многим уступает росту без учета 
влияния инновационных процессов. Однако, начиная 
с момента времени t3, экономическое развитие системы 
с большими затратами на инновационную деятельность 
начинает значительно преобладать над экономическим 
ростом с аналогичными затратами, меньшими по вели-
чине. 
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Рис. 3. Экономический рост без учета и с учетом 
индуцированного НТП при различных объемах 

инвестиций q

Приведенные графики показывают, что для началь-
ных периодов 1[0, ]t  и 2[0, ]t  соответствующий иннова-
ционный рост (при q > 0) отстает от неинновационного  
(q = 0). Кроме того, можно видеть, что с увеличением 
объема ресурсов, направляемых на реализацию иннова-
ционной деятельности (и соответственно изымаемых из 
процессов развития действующего производства), про-
должительность периода указанного отставания увели-
чивается с 1[0, ]t  до 2[0, ]t . Причем на участке 1[0, ]t  ин-
новационный экономический рост с меньшими объемами 
инвестиций в НТП не многим уступает росту без учета 
влияния инновационных процессов. Однако, начиная 
с момента времени t3, экономическое развитие системы 
с большими затратами на инновационную деятельность 
начинает значительно преобладать над экономическим 
ростом с аналогичными затратами, меньшими по вели-
чине. 

В прикладном аспекте последнее может интерпре-
тироваться в том смысле, что при анализе макроэконо-
мических стратегий развития могут рассматриваться 
альтернативы: умеренный инновационный рост с отно-
сительно небольшими экономическими потерями (по 
сравнению с неинновационным развитием) на коротком 
начальном интервале времени и интенсивный инноваци-
онный рост, при котором указанные потери на начальном 
этапе являются более значительными, и сам этап – более 
продолжительным.
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Можно также проанализировать влияние на вели-
чину начального периода, при котором неинновационный 
экономический рост опережает инновационный, значения 
коэффициента капиталоемкости B0. Соответствующие 
графики решений уравнения (13) представлены на рис. 4. 
Причем для графиков (а) 0 3.5B =  и 0 10,0B =  для (б) при 
одинаковых значениях остальных параметров модели.

Из графиков рис. 4 видно, что увеличение коэффи-
циента капиталоемкости приводит к росту продолжи-
тельности начального периода развития экономической 

системы (t2 > t1), для которого следствием инвестирования 
в индуцированный НТП является торможение ее динами-
ки. Можно также говорить, что поскольку B0 характеризу-
ет технологический уровень производства рассматривае-
мой системы ( 01 B – исходный технологический темп раз-
вития), то чем ниже указанный технологический уровень 
(чем более технологически отсталой является экономиче-
ская система), тем более продолжительным будет период, 
в течение которого результаты инновационных процессов 
будут проявляться только в негативной форме.

(а)                                                                                                                          (б)

Рис. 4. Экономический рост с учетом и  без учета индуцированного НТП при различных значениях коэффициента 
капиталоемкости  B0
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Приведенные выше задачи исследования экономи-
ческого роста с учетом научно-технического прогресса 
имели в основном описательный характер. Однако боль-
ший интерес представляет постановка и исследование 
задачи определения оптимального способа реализации 
НТП. В качестве примера подобных задач рассмотрим 
задачу определения величины инвестиций в индуциро-
ванный научно-технического прогресс q*, которая макси-
мизирует (при заданных значениях планового периода T  
и других параметров экономического роста) доход y(T), то 
есть оптимизационную модель:
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0 0

1
2

0 0max ( ) ,

q
T T

B B
o

q
y q C e q C

λ + 
 − − + + 
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	  (14)

  	 0 00 .q y C≤ ≤ − 	 (15)

Решением данной задачи является:

	 * 0
0 0 2

2
.

B
q y C

Tλ
= − − 	 (16)

Можно видеть, что *
0 0q y C< −  при любых воз-

можных значениях параметров модели (13), отвечающих 
ее экономическому содержанию. С другой стороны, для 
того чтобы величина q*  была положительной, необходи-
мо выполнение определенных соотношений для значений 

параметров 0 0 0, , , ,y C T Bλ . При фиксированном значе-
нии непроизводственного потребления среди указанных 
параметров управляемым можно считать продолжитель-
ность планового периода T. Поэтому рассмотрим зависи-
мость q*(T). Из (16) следует, что q* будет положительной 
величиной, если для значений T выполняется неравен-
ство:

	 *0

0 0

2
.

( )
B

T T
y Cλ

> =
−

	 (17)

В содержательном плане это означает, что осущест-
вление инновационных процессов (индуцированного 
НТП) целесообразно только тогда, когда плановый пе-
риод их реализации превышает некоторую минимально 
возможную величину T*. Причем значение этой величины 
находится в прямой зависимости от коэффициента на-
чальной капиталоёмкости прироста дохода B0, определя-
ющего исходный технологический уровень рассматривае-
мой экономической системы, и в обратной от имеющихся 
в  начальный момент времени инвестиционных возмож-
ностей данной системы для осуществления инновацион-
ной деятельности (величина 0 0y C− ) и степени карди-
нальности влияния индуцированного НТП на повышение 
эффективности процессов экономического роста (харак-
теризуется параметром λ). 

Иными словами, чем ниже исходный технологи-
ческий уровень системы, тем большим является период 
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времени *[0, ]T , для которого реальное инвестирование 
в инновации не будет оптимальным путем экономическо-
го развития (то есть проявление позитивных результатов 
такого инвестирования требует времени большего T*). И 
наоборот, чем более кардинальными являются инновации 
и имеется больший объем ресурсов для их реализации, 
тем меньшим будет указанный период *[0, ]T .

Выводы. В настоящей работе предложены спосо-
бы представления автономного и индуцированного НТП 
в  модели экономического роста Харрода-Домара. Рас-
смотрены некоторые задачи экономико-математического 
исследовании влияния научно-технического прогресса  
(и других параметров модели) на особенности форми-
рования соответствующих траекторий экономической 
динамики и определения оптимального варианта реали-
зации индуцированного НТП. 

Возможные направления развития полученных ре-
зультатов могут быть связаны с построением и анализом 
на основе предложенной модификации модели Харрода-
Домара математических моделей оптимального экономи-
ческого роста с учетом индуцированного НТП, а также 
в перспективе с использованием данных результатов для 
совершенствования динамических моделей леонтьев-
ского типа в плане учета в этих моделях инновационных 
процессов (научно-технического прогресса различного 
вида).
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